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Berechnung der um eine Ecke laufenden Kragplatte nach dem Diiferenzenverfahren

Von Dr.-Ing. Walter Ludwig, Porzl)

1. Einleitung

Die um eine Ecke laufende Kragplatte wird im Schrifttum kaum
behandelt. Lediglich in [I] ist iiber den Modellversuch an einer
elastisch eingespannten Platte berichtet. Berechnungen nach der
klassischen Plattentheorie sind umstiindlich und an der Innenecke
auch unzutreffend, da sie an diesem Punkt unendlich grofie Biege-
momente und Querkrifte ergeben. Erst durch Anwendung einer
verschiirften Plattentheorie, welche die Schubverzerrungen quer zur
Platte beriicksichtigt, liBt sich die Singularitit im Biegemoment
beseitigen.

Die folgende Arbeit behandelt die um eine Ecke laufende Krag-
platte unter Gleichlast mit einem Differenzenverfahren. Als erster
Schritt zur Verbesserung der Berechnung nach der klassischen
Plattentheorie werden bei der Formulierung der Randbedingungen
an der Einspannung die Schubverzerrungen beriicksichtigt.

2. Beschreibung des Verfahrens
2.1 Ubersicht

Die untersuchte Kragplatte (Bild 1) unter Gleichlast ist symme-
trisch zur Winkelhalbierenden der Innenecke. Zur einfachen Formu-
lierung der Randbedingungen wird fiir die Rechnung nur das
schraffierte Rechteck betrachtet.

Das Verfahren geht von einem rechtwinklizen Maschengitter
(Bild 2) aus. Wie in [2], [3] ist ein Gleichungssystem fiir die zwei
Plattenkriimmungen in Gitterrichtung und die Durchbiegungen der
Plattenecken aufzustellen. Dabei wird an jedem Innenpunkt des
Gitters eine Gleichgewichts- und eine Vertriglichkeitsbedingung fiir
die Kriimmungen formuliert. In jedem Randpunkt stehen zwei
Randbedingungen zur Verfiigung. In den Eckpunkten ist neben zwei
Aussagen fiir die Kriitmmungen eine Gleichung fiir die Eckdurch-
biegung erforderlich.

Nach Berechnung der Kriimmungen wird mit einem zweiten
Gleichungssystem die Plattenverwindung ermittelt.

2.2 Gleichungen am Innenpunkt

An jedem Innenpunkt des Gitters wird eine Gleichgewichts- und
cine Vertriglichkeitsbedingung in den Kriimmungen aufgestellt.

Die Plattendifferentialgleichung beinhaltet das Gleichgewicht. Mit
den Abkiirzungen
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1) Die vorliegende Arbeit entstand am Institut fiir Baustatik der Universitit (TH) Stutt-
gart.
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Bild 1. Untersuchte Kragplatte Bild 2. Maschengitter fiir das betrachtete
Plattenfeld.
m = Anzahl der Maschen in
x-Richtung
n = Anzahl der Maschen in
y-Richtung
A = Maschenweite

erhilt sie die Form

2
Adw=4(X 4+ Y)==- 2
w=AX+¥)=F )
(Die Bezeichnungen entsprechen [4]).
Die Darstellung des Laplace-Operators mit einer Mehrstellen-
formel ergibt mit o = (A:/A,)? fiir die Gleichgewichtsaussage
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Die Vertriglichkeitsbedingung besagt, dall die zwei Kriimmungen
X und Y nicht véllig unabhiingig voneinander sind, da sie zu der-
selben Biegefliche gehoren. Die Integration der Kriimmungen X
lings der Gitterlinie y = k - 7, und die Integration der Kriitmmungen
Y lings x = i+ A, miissen (unter Beachtung der Randbedingungen)
den gleichen Durchbiegungswert w;;: im Kreuzungspunkt i k ergeben
(s. Bild 2).

Nach der Mohrschen Analogie kann die Biegelinie eines Balkens
ermittelt werden als Momentenverlauf infolge mittelbarer Belastung
mit der Kriimmungsfliche (Bild 3). Die Randbedingungen lassen
sich durch eine gerade SchluBllinie beriicksichtigen.
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Bild 3. Mo hrsche Analogic bei Annahme mittelbarer Belastung am Balken
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Bild 4. Gitterausschnitt am Innenpunkt ik

Bild 4a zeigt einen beliebigen Innenpunkt ik und die benach-
barten Gitterpunkte. Aus diesem Plattenbereich sei ein Trigerrost
nach Bild 4b herausgeschnitten. Durch Anwendung des in Bild 3
dargestellten Verfahrens zwischen den Punkten (i — 1)k und

(i + 1) Ik ergibt sich

2.2
Wi = — 2—1 (X1 + 10 Xop + Xs1)k)
1
+ 5 (w-n + wesng) - (4

Beziehung (4) ist die als Seilpolygongleichung bekannte Mehrstellen-
formel. Wegen der spiiteren Darstellung der Randverdrehung wurde
sie tiber die Mohrsche Analogie hergeleitet.

Entsprechende Beziehungen zwischen Durchbiegung und Kriim-
mung lassen sich zwischen (i — 1) (k — 1) und (i — 1) (k 4 1) und
zwischen (i + 1)(k — 1) und (i 4 1) (k -} 1) aufstellen. Durch
Einsetzen in Gleichung (4) ergibt sich schliefilich

Ag? . .
wiy = — - (Xg-1k + 10 Xog + X(i+1)k)

2
- 4_1—; (Yi-ve-n + 10Y -1y + Y-1)e41)

+ Y- + 10 Ysne + Y )
1
+ 7 (0= (1) + W01 (1) + WD (1) + wiry ) - (3)
Ein véllig analoger Ausdruck fiir die Durchbiegung w;;: lifit sich

am Trigerrost nach Bild 4¢ aufstellen. Durch Gleichsetzen beider
Darstellungen folgt fiir die Vertriglichkeitsbedingung

L 0 — 14+ 2— 1
—2—-20—2].p-X+ —104+20—10 |- Y =0 (6)
+14+1041 — T B 1

Ausdruck (6) ist in [2] mit Hilfe der virtuellen Arbeiten hergeleitet.
Mit den Gleichungen (3) und (6) stehen an jedem Innenpunkt zwei
Beziechungen zur Verfiigung.

2.3 Darstellung der Randbedingungen

Lings des Randes x = 0 gelten im Abschnitt 00—0m die Symme-
triebedingungen

Xor = Yin-tym » Yor = Xm-s)m - )
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In Abschnitt 0 m — 0 n ist nach der klassischen Plattentheorie
die Randverdrehung gleich Null.

(a 10\ _ 3
e~ ®

Da an der Innenecke sehr grole Querkrifte auftreten, tritt dort in
Wirklichkeit durch Schubverzerrungen quer zur Platte eine nicht zu
vernachlissigende Randverdrehung auf. Die Beriicksichtigung der
Gleitung bei der Formulierung der Randeinspannung bietet sich als
erster Schritt fiir eine wirklichkeitsnahe Berechnung an. Wie bei der
Schubverzerrung eines Balkens und wie in der verschiirften Platten-
theorie nach E. Reissner wird mit einer iiber den Querschnitt
konstanten Gleitung gerechnet.

(3w 6  quok
bﬂ%—ﬂ“c- ©)
In der Baustatik wird die Randneigung eines Balkens aus dem
Mohrschen Auflagerdruck 4 nach Bild 3 und dem Stabdrehwinkel
des betrachteten Triigers zusammengesetzt. Liings der Gitterlinie
y = k- Ay gilt dann
d w) 4
dxfor

Wmi

ox -+ (10)
Dabei ldf3t sich entsprechend Bild 3 Ag durch die Kriitmmungen X
und wp durch die Kritmmungen Yy (und wpo, wpy) ausdriicken.

Die Querkraft in Gleichung (9) wird mit einer Differenzenformel in
den Kriimmungen ausgedriickt.

a
ts=— K5= (X + Y)

K
Gz,06 = 5~ [3(X 4+ Y)or — 4 (X + V) + (X + Yax] -

Ay

(1)

Am freien Rand y = 0 gilt

my=—K(X+p- Y)y=0 (12)
_ jay X
Qy:*f\ﬂ'}"(zﬁﬂ)a—yzo- (13)

Mit einer Differenzenformel erhilt Beziehung (13) fiir den Rand-
punkt ¢ 0 die Form

K
Iy =57 [3Yio—4 Y+ Yie
hy

-+ (2 — ]!L) (3 Xio — 4 X1 + Xig)] = 0 (14)

Ebenso werden die Randbedingungen lings x = Iz und y =1,
formuliert.

2.4 Eckpunkte

In den vier Eckpunkten des Rechtecks tritt neben den beiden
Kriimmungen als weitere Unbekannte die Durchbiegung auf. Die
zugehérige Bedingung in Punkt 00 ist die Symmetrieaussage
Wop = Wmm, Wobel 1wy, entsprechend Bild 3 in Krimmungen Y,
(und 10,0, winp) ausgedriickt wird. In Punkt 0 n gilt we, = 0.

In den beiden freien Ecken m0 und mn mul} die Eckkraft und
damit die Plattenverwindung gleich Null sein. Diese wird mit einer
Differenzenformel aus der Randneigung ermittelt. So gilt z. B. in

Punkt m0
ERT 1 - 0w " @ - a0 w'
0x0y/mo 122y n D[a-"’mﬂ+ (ax il (ax)"“"
(15)

— dw 5 dw
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An der Innenecke 0m macht die Kriimmung Y im betrachteten
Plattenfeld einen Sprung von einem sehr groBen Wert (theoretisch
unendlich) auf Null. Da Differenzenformeln innerhalb ihres Am-
wendungsbereichs einen stetigen Verlauf beschreiben, miiite an der
Innenecke mit besonderen Formeln und zwei verschiedenen Werten
von Yy, gearbeitet werden. Bei der vorliegenden Rechnung wird
niiherungsweise in allen Gleichungen (auller der Symmetriebedingung
Xom = Yom) an der Sprungstelle der Mittelwert Yy,;/2 beriick-
sichtigt.




2,5 Plattenverwindung

Nach Aufstellen und Auflésen des Gleichungssystems fiir die
Kriimmungen wird die Verwindung berechnet. Die Differential-
beziehung zwischen Kriimmung und Verwindung lifit sich an den
Gitterpunkten durch Mehrstellenformeln nach [3] darstellen. Damit
cin linear unabhiingiges Gleichungssystem entsteht, wird lings der
Rinder x = Iz und y = [, die Verwindung ihnlich Gleichung (15)
unmittelbar aus der Randverdrehung berechnet.

Da die Gleichungen fiir die Verwindung aus einer numerischen
Differentiation entstehen, tritt, verglichen mit den Kriimmungen, ein
Genauigkeitsverlust auf.

3. Ergebnis

In Bild 5 sind die Biegemomente m,, die Auflagerkrifte 7, und
die wichtigsten Randdurchbiegungen der Kragplatte dargestellt, Die
Belastung ist Vollast p = const. Das Verhiltnis Kraglinge [ zu
Plattendicke h ist entsprechend den Abmessungen einer Betonplatte
als 10 angenommen. Fiir die Querdehnzahl gilt ¢ = 0 (Bild 5a) bzw.
p = 0.2 (Bild 5b). Die in runden Klammern angegebenen Werte
sind Biegemomente my, die sich bei Randeinspannung ohne Quer-
krafteinflul ergeben. Sie wurden durch eine Vergleichsrechnung
nach [5] iiberpriift?).

Die Berechnung zeigt. daB3 der Einflufl des Iickbereichs etwa im
Abstand [ von der Innenecke abgeklungen ist. In griéBerer Ent-
fernung ergeben sich praktisch die Werte my — 0,5 p 2, §z = p ,
w = 0,125 p [4/K der unendlich langen Kragplatte. Das Absinken des
Einspannmomentes fiir g = 0.2 auf den Wert 0,36 wird iiber die
Querdehnung vom kurzen Rand verursacht. Die fiir den Einfluf3-
bereich der Ecke angegebenen Werte gelten daher auch fiir Platten,
die an den kurzen Riindern andere Randbedingungen haben.

Die Rechnung wurde fiir die Maschenweiten A = If4 und A = /6
durchgefiihrt. Die Kriimmungen aus beiden Fillen zeigten eine gute
Ubereinstimmung. Dagegen ergaben sich deutliche Differenzen bei
der Verwindung. Ursache ist der Genauigkeitsverlust bei der Lr-
mittlung der Verwindung aus den Kriimmungen. Um auch fiir die
Verwindung zuverlissize Werte zu erhalten, muf} das Maschengitter
in diesem Fall weiter verfeinert werden.

4. Zusammenfassung

Der Beitrag behandelt die um eine Tcke laufende Kragplatte
unter gleichmiBiger Vollast. Es wird das Differenzenverfahren mit
cinem rechtwinkligen Maschengitter verwendet. Unbekannte sind
die beiden Plattenkriimmungen in Gitterrichtung. Beim Aufstellen
des Gleichungssystems werden Gleichgewichtsaussagen mit Dif-
ferenzenformeln und Vertriglichkeitsbedingungen nach einem bau-
statischen Verfahren formuliert.

Es werden Bicgemomente, Auflagerkrifte
biegungen der Kragplatte angegeben.

und Randdurch-

E)Dicsu Vergleichsrechnung wurde von Dipl.-Ing. Werner Richle, Stuttgart, durch-
gefithrt.

VERSCHIEDENES

Verschiedenes

Bild 5. Momente mz, Auflagerkriiflte E, und Randdurchbiegungen 1.
a) for o = 0
b) fiir e = 0,2
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Tagungen

Personliches

Symposium in Madras

In Adyar, Madras, ist fiir Januar 1972 (genaues Datum noch
offen) ein Internationales Symposium iiber Spannbeton-Rohre,
-Maste, -Druckbehiilter und -Schwellen geplant.

Teilnahmewiinsche und Nachricht {iber beabsichtigte Beitrige
werden erbeten an

The Organising Secretary ISPC,
Structural Engineering Research (Regional) Centre,
CSIR Campus, Adyar, Madras-20, Indicn.

~ Von dieser Stelle sind auch weitere Einzelheiten tiber Termin,
Gebiihren, Unterkunft usw. zu erfahren.

Dipl.-Ing. Norbert Jurowich 60 Jahre alt

Dipl.-Ing. Norbert Jurowich stammt aus Sicbenbiirgen. Er wurde
am 27. Juni 1911 in Mediasch geboren und besuchte in Kronstadt
dic Schule bis zum Abitur. Entgegen seiner urspriinglichen Absicht,
Bergbauningenicur zu werden, entschlof3 er sich wiihrend einer Prak-
tikantentitigkeit auf zwei interessanten Betonbaustellen fiir den Be-
ruf des Bauingenieurs. N. Jurowich studierte dann an der Technischen
Hochschule Danzig, legte 1935 dort die Diplompriifung mit Auszeich-
nung ab, war dann ein Jahr in einer grofien Stahlbauanstalt und
danach zwei Jahre als wissenschaftlicher Hauptassistent an der TH
Danzig, Lehrstuhl fiir Stahlbetonbau, titig.

Da fiir N. Jurowich schon immer festgestanden hatte, dall er
in der bauausfiihrenden Industrie titig sein wollte, folgte er dem Ruf
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